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Kapitel I

Vektorräume

I.0 Mengen, Abbildungen, Familien

De�nition I.0.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten (Elemente genannt) zu einem Ganzen.

Man schreibt �x ∈M �, wenn x ein Element der Menge M ist.
Man schreibt �x 6∈M �, wenn x kein Element von M ist.
Man bezeichnet mit ∅ die leere Menge.

De�nition I.0.2. Seien A und B zwei Mengen.
Man sagt, dass A eine Teilmenge von B ist (in Zeichnen A ⊂ B), falls

jedes Element von A auch ein Element von B ist.
Man sagt, dass A und B gleich sind (in Zeichnen A = B), wenn sie genau

dieselben Elemente haben. Nach De�nition gilt dann:

A = B ⇐⇒ (A ⊂ B und B ⊂ A).

De�nition I.0.3. Seien A und B zwei Mengen.

• Die Vereinigung von A und B ist A ∪B ..= {x | x ∈ A oder x ∈ B}.

• Der Durchschnitt von A und B ist A ∩B ..= {x | x ∈ A und x ∈ B}.

• Die Di�erenz von A und B ist A \B ..= {x | x ∈ A und x 6∈ B}.

De�nition I.0.4. Das kartesische Produkt von endlich viele MengenA1, . . . , An

ist die Menge A1×A2× · · · ×An aller geordneten n-Tupeln (a1, . . . , an) mit
ai ∈ Ai für i = 1, . . . , n.

Sind A eine Menge und n ≥ 1 eine natürliche Zahl, so setzen wir

An ..= A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
n−mal

.
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2 KAPITEL I. VEKTORRÄUME

De�nition I.0.5. Seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung von X nach
Y ist eine Vorschrift f , die zu jedem Element x ∈ X genau ein Element
y ∈ Y zuordnet. Man schreibt dafür:

f : X → Y
x 7→ y

Die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit Abb(X,Y ).

De�nition I.0.6. Jede Abbildung lässt sich in Form einer Familie darstel-
len. Die Familie (xi)i∈I entspricht dann der Abbildung

f : I → X
i 7→ xi

Wir bezeichnen mit XI die Menge aller Familien mit Indexmenge I, deren
Glieder in X liegen.

I.1 Gruppen, Körper

De�nition I.1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Ver-
knüpfung ∗ : G×G→ G, für die folgende Regeln gelten:

(G1) ∗ ist assoziativ, d.h.: Für alle a, b, c ∈ G gilt

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) =: a ∗ b ∗ c.

(G2) Es gibt ein Element eG ∈ G, neutrales Element genannt, für das gilt:

eG ∗ a = a ∗ eG = a für alle a ∈ G.

(G3) Zu jedem a ∈ G gibt es ein ainv ∈ G, inverses Element zu a genannt,
für das gilt:

ainv ∗ a = a ∗ ainv = eG.

Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, falls a∗b = b∗a für alle a, b ∈ G.

Bemerkung I.1.2. Für jede Gruppe (G, ∗) gelten folgende Aussagen:

(1) Das neutrale Element eG ist eindeutig bestimmt.

(2) Zu jedem a ∈ G gibt es genau ein inverses Element.

(3) Ist a ∗ b = eG, so sind ainv = b und binv = a.

(4) Es gelten (ainv)inv = a und (a ∗ b)inv = binv ∗ ainv für alle a, b ∈ G.
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(5) Die Gleichung a ∗x = b ist für alle a, b ∈ G eindeutig lösbar. Die Lösung
ist x = ainv ∗ b.

De�nition I.1.3. Sei (G, ∗) eine Gruppe. Eine Teilmenge H ⊂ G heisst
Untergruppe von G, wenn H zusammen mit ∗ selbst wieder eine Gruppe ist.
D.h., wenn die drei folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

• eG ∈ H

• Für alle a, b ∈ H ist auch a ∗ b ∈ H.

• Für alle a ∈ H ist ainv ∈ H.

De�nition I.1.4. Ein Körper ist eine Menge K zusammen mit zwei Ver-
knüpfungen

+ : G×G→ G und · : G×G→ G,

für die folgende Regeln gelten:

(K1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe.
(Wir bezeichnen mit 0K das neutrale Element bzg. der + und mit −a
das Inverse zu a ∈ K. Weiter schreiben wir �a− b� für �a+ (−b)�.)

(K2) (K \ {0K}, ·) ist eine kommutative Gruppe.
(Wir bezeichnen mit 1K das neutrale Element bzg. der · und mit a−1

das multiplikative Inverse zu a ∈ K \ {0K}.)

(K3) Für alle a, b, c ∈ K gelten die Distributivgesetze

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) und (a+ b) · c = (a · c) + (b · c).

Bemerkung I.1.5. Für jeden Körper K gelten folgende Aussagen:

(1) 1K 6= 0K . Also hat jeder Körper mindestens zwei Elemente.

(2) 0K · a = a · 0K = 0K für alle a ∈ K.

(3) Aus a · b = 0K folgt a = 0K oder b = 0K .

(4) (−1K)·a = −a für alle a ∈ K. Somit a·(−b) = −a·b und (−a)·(−b) = a·b
für alle a, b ∈ K.

(5) Aus a · b = a · c mit a 6= 0K folgt b = c.
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Lemma I.1.6. Sei K ein endlicher Körper. Dann gibt es eine ganze Zahl
n ≥ 2, so dass

1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n-mal

= 0K .

Das kleinste solche n ≥ 2 ist eine Primzahl, Charakteristik von K genannt.

De�nition I.1.7. Sei (L,+, ·) ein Körper. Eine Teilmenge K ⊂ L heisst
Unterkörper von L, wenn sie zusammen mit den auf K eingeschränkten
Verknüpfungen selbst wieder ein Körper ist. D.h., wenn K folgende Eigen-
schaften hat:

• 0L, 1L ∈ K.

• Für alle a, b ∈ K sind auch a+ b ∈ K und a · b ∈ K.

• Für alle a ∈ K \ {0L} sind −a ∈ K und a−1 ∈ K.

I.2 Vektorräume, Untervektorräume, Erzeugenden-

systeme

De�nition I.2.1. Sei K ein Körper. Ein Vektorraum über K (man sagt
auch K-Vektorraum) ist eine Menge V mit einer inneren Verknüpfung

+ : V × V → V, (v, w) 7→ v + w (Addition genannt)

und einer äusseren Verknüpfung

· : K × V → V, (λ, v) 7→ λ · v (skalare Multiplikation genannt)

für die folgende Regeln erfüllt sind:

(V1) (V,+) ist eine kommutative Gruppe.

(V2) Für alle v, w ∈ V und alle α, β ∈ K gelten

(a) α · (β · v) = (α · β) · v.
(b) 1K · v = v.

(c) α · (v + w) = α · v + α · w.
(d) (α+ β) · v = α · v + β · v.

Bemerkung I.2.2. Ist V ein K-Vektorraum, so gelten folgende Aussagen:

(1) 0K · v = 0V für alle v ∈ V .
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(2) α · 0V = 0V für alle α ∈ K.

(3) α · v = 0V ⇔ (α = 0K oder v = 0V ).

(4) (−1K) · v = −v für alle v ∈ V .

Beispiel I.2.3. Sei K ein beliebiger Körper.

(1) Die Menge {0} ist ein K-Vektorraum, Nullvektorraum genannt, wobei
die Addition und skalare Multiplikation durch 0 + 0 = 0 und α · 0 = 0
für alle α ∈ K de�niert sind.

(2) Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 ist die Menge Kn ein K-Vektorraum, wo-
bei die Addition und skalare Multiplikation komponentenweise de�niert
sind, d.h., durch die Formeln

(v1, . . . , vn) + (w1, . . . , wn) = (v1 + w1, . . . , vn + wn)

und
α · (v1, . . . , vn) = (α · v1, . . . , α · vn)

für alle v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Kn und alle α ∈ K.

(3) Seien X eine nicht leere Menge und V ein K-Vektorraum. Dann ist die
Menge Abb(X,V ) aller Abbildungen von X nach V ein K-Vektorraum,
wobei die Addition und skalare Multiplikation punktweise de�niert sind,
d.h., durch die Formeln

f + g : x 7→ f(x) + g(x) und α · f : x 7→ α · f(x)

für alle f, g ∈ Abb(X,V ) und alle α ∈ K.

De�nition I.2.4. Eine Teilmenge W eines K-Vektorraums V ist ein Unter-

vektorraum von V , wenn gelten:

(UV1) W 6= ∅.

(UV2) W ist abgeschlossen gegenüber der Addition, d.h.:

Sind w1, w2 ∈W , so ist w1 + w2 ∈W .

(UV3) W ist abgeschlossen gegenüber der skalaren Multiplikation, d.h.:

Sind w ∈W und α ∈ K, so ist α · w ∈W .

Bemerkung I.2.5. Ein Untervektorraum W ⊂ V ist zusammen mit der
induzierten Addition und skalaren Multiplikation selber ein K-Vektorraum.
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Beispiel I.2.6. Sei K ein beliebiger Körper. Die Lösungsmenge jedes ho-
mogenen linearen Gleichungssystems über K mit m Gleichungen in n Un-
bekannten

a11x1 + · · · + a1nxn = 0
...

...
...

am1x1 + · · · + amnxn = 0

ist ein Unterraum von Kn.

Lemma I.2.7. Sei V ein Vektorraum und seien W1,W2 Unterräume von V .
Dann gelten:

(a) W1 ∩W2 ist ein Unterraum von V .

(b) W1∪W2 ist kein Unterraum von V , ausser wennW1 ⊂W2 oderW2 ⊂W1.

De�nition I.2.8. Sei V ein K-Vektorraum und seien v1, . . . , vn ∈ V gege-
ben. Ein Vektor v ∈ V der Form

v = α1 · v1 + · · ·+ αn · vn mit α1, . . . , αn ∈ K

heisst Linearkombination von v1, . . . , vn.

De�nition I.2.9. Sei V ein K-Vektorraum und sei A ⊂ V eine Teilmenge
von V . Wir setzen

spanK(A) ..= {alle endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus A}
= {v ∈ V | ∃n ∈ N,∃v1, . . . vn ∈ A, ∃α1, . . . , αn ∈ K mit

v = α1 · v1 + · · ·+ αn · vn}·

und spanK(∅) ..= {0V }·

Lemma I.2.10. Sei V ein K-Vektorraum und sei A ⊂ V eine Teilmenge.
Dann ist die Menge spanK(A) ein Unterraum von V . Es ist sogar der kleinste
Unterraum von V , der A enthält, denn gilt:
Ist W ⊂ V ein Unterraum mit A ⊂W , so ist spanK(A) ⊂W .

Lemma I.2.11 (Austauschlemma).

Seien v1, . . . , vn Vektoren in einem K-Vektorraum V und sei w ∈ V , so dass
w eine Linearkombination w = α1 · v1 +α2 · v2 + · · ·+αn · vn mit α1 6= 0 ist.
Dann gilt

span(w, v2, . . . , vn) = span(v1, v2, . . . , vn) = span(v1, v2, . . . , vn, w).
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I.3 Basen, Dimension

De�nition I.3.1. Sei V ein K-Vektorraum.

• Eine endliche Familie (v1, . . . , vr) von Vektoren aus V heisst linear

unabhängig (über K), wenn gilt:

Sind α1, . . . , αr ∈ K Skalare mit α1 · v1 + · · · + αr · vr = 0V , so folgt
α1 = · · · = αr = 0K .

• Statt �die Familie (v1, . . . , vr) ist linear unabhängig� darf man auch
einfacher sagen �die Vektoren v1, . . . , vr sind linear unabhängig�.

• Die leere Familie ist linear unabhängig.

• Eine beliebige Familie (vi)i∈I von Vektoren aus V heisst linear unab-
hängig, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhängig ist.

Lemma I.3.2. Äquivalent sind:

(1) Die Familie (vi)i∈I ist linear unabhängig über K.

(2) Jeder Vektor v ∈ spanK({vi | i ∈ I}) lässt sich in eindeutiger Weise als
endliche Linearkombination der Vektoren der Familie darstellen.

Bemerkung I.3.3. In jedem K-Vektorraum V gelten:

(1) Ein einziger Vektor v ∈ V ist genau dann linear abhängig, wenn v = 0V .

(2) Gehört der Nullvektor zu einer Familie, so ist sie linear abhängig.

(3) Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrmals vor, so ist sie linear
abhängig.

(4) Eine Familie (v1, . . . , vr) von r ≥ 2 Vektoren ist genau dann linear ab-
hängig, wenn einer davon Linearkombination der anderen ist.

(5) Zwei Vektoren sind genau dann linear abhängig, wenn ein Vektor das
Vielfache des anderen Vektors ist.

Behauptung I.3.4. Wir betrachten den R-Vektorraum V = Abb(R,R) und
de�nieren für jedes a ∈ R das Element fa ∈ V durch fa(x) = eax. Dann ist
die Familie (fa)a∈R linear unabhängig.
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De�nition I.3.5. Eine Familie (vi)i∈I in einem K-Vektorraum V heisst
Basis von V , wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

(a) (vi)i∈I ist ein Erzeugendensystem von V , d.h., spanK({vi | i ∈ I}) = V .

(b) (vi)i∈I ist linear unabhängig.

De�nition I.3.6. Sei K ein Körper und sei n ∈ N, n ≥ 1. Für jedes i =
1, . . . , n bezeichnen wir mit ei = (0K , . . . , 0K , 1K , 0K , . . . , 0K) den Vektor
aus Kn, deren Koordinaten alle Null sind, ausser die i-te, die gleich 1K
ist. Dann ist (ei)i∈{1,...,n} eine Basis von K

n, Standardbasis oder kanonische
Basis genannt.

Lemma I.3.7. Ein endliches Erzeugendensystem (v1, . . . , vn) eines Vektor-
raums V ist genau dann eine Basis von V , wenn es unverkürzbar ist. D.h.,
wenn für jedes i ∈ {1, . . . , n} die Familie (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn) kein Er-
zeugendensystem mehr ist.

Korollar I.3.8. Jeder endlicherzeugte Vektorraum besitzt eine (endliche)
Basis.

Korollar I.3.9 (Basisauswahlsatz). Man kann aus jedem endlichen Er-
zeugendensystem eine Basis auswählen.

Satz I.3.10. Sei V ein endlicherzeugter Vektorraum und seien L = (`1, . . . , `r)
eine linear unabhängige Familie von Vektoren aus V , B = (b1, . . . , bn) eine
Basis von V und S = (v1, . . . , vs) ein endliches Erzeugendensystem von V .
Dann gilt r ≤ n ≤ s.

Korollar I.3.11. Sei V ein endlicherzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:

• Jede linear unabhängige Familie in V ist endlich.

• Jede Basis von V ist endlich und je zwei Basen haben gleich viele
Elemente.
De�nition: Diese Anzahl nennt man Dimension von V über K. Wir
bezeichnen sie mit dimK(V ). Ist V nicht endlich erzeugt, so nennt man
V unendlichdimensional.

Korollar I.3.12. Ist dim(V ) = n endlich, so ist jede Familie von n + 1
Vektoren von V linear abhängig.
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Satz I.3.13 (Basisergänzungssatz). Sei V ein Vektorraum mit dim(V ) =
n < +∞ und seien v1, . . . , vr ∈ V linear unabhängig. Dann gilt:

(1) Es gibt Vektoren wr+1, . . . , wn ∈ V , so dass (v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wn)
eine Basis von V ist.

(2) Ist (wi)i∈I ein Erzeugendensystem von V gegeben, so kann man sogar
i1, . . . , in−r ∈ I �nden, so dass (v1, . . . , vr, wi1 , . . . , win−r) eine Basis von
V ist.

Korollar I.3.14. Sei V ein Vektorraum von Dimension n < +∞. Für je n
Vektoren v1, . . . , vn ∈ V sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) (v1, . . . , vn) ist eine Basis von V .

(2) (v1, . . . , vn) ist ein Erzeugendensystem von V .

(3) (v1, . . . , vn) ist linear unabhängig.

Lemma I.3.15. Ist W ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V , so ist W auch endlichdimensional. Weiter gilt dim(W ) ≤ dim(V ),
mit Gleichheit genau dann, wenn W = V ist.

I.4 Summen von Untervektorräumen

De�nition I.4.1. Seien W1, . . . ,Wr endlich viele Unterräume von einem
K-Vektorraum V . Ihre Summe ist der Unterraum von V , der durch

W1 + · · ·+Wr
..= {w1 + · · ·+ wr | wi ∈Wi} = spanK(W1 ∪ · · · ∪Wr)

de�niert ist.

Bemerkung I.4.2. Es gilt dim(W1+ · · ·+Wr) ≤ dim(W1)+ · · ·+dim(Wr).

Satz I.4.3 (Dimensionsformel).

Sind W1,W2 ⊂ V endlichdimensionale Unterräume, so gilt:

dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2).

De�nition I.4.4. Seien W1, . . . ,Wr Unterräume von einem K-Vektorraum
V . Die Summe W1 + · · · +Wr nennen wir direkt, wenn jeder Vektor v von
W1 + · · · + Wr eindeutig darstellbar als v = w1 + · · · + wr mit wi ∈ Wi,
1 ≤ i ≤ r, ist. Wir bezeichnen eine direkte Summe mit W1 ⊕ · · · ⊕Wr.
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Lemma I.4.5. Für UnterräumeW1, . . . ,Wr eines endlichdimensionalen Vek-
torraums V sind folgende Bedingungen äquivalent:

(1) Die Summe W1 + · · ·+Wr ist direkt.

(2) Ist für jedes i ∈ {1, . . . , r} eine Basis (w(i)
1 , . . . , w

(i)
di
) von Wi gegeben, so

ist (w(1)
1 , . . . , w

(1)
d1
, . . . , w

(r)
1 , . . . , w

(r)
dr

) eine Basis von W1 + · · ·+Wr.

(3) dim(W1 + · · ·+Wr) = dim(W1) + · · ·+ dim(Wr).

Behauptung I.4.6. Eine SummeW1+W2 von zwei Unterräumen ist genau
dann direkt, wenn W1 ∩W2 = {0} ist.

I.5 Das Eliminationsverfahren von Gauss

De�nition I.5.1. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem über einem
Körper K mit m Gleichungen in den n Unbekannten x1, . . . , xn:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

...
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Dieses System schreiben wir auch als

A · x =

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 ·
x1...
xn

 ..=

 a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxm

 =

 b1
...
bm

 ,

wobei x =

x1...
xn

 und b =

 b1
...
bm

 Spaltenvektoren sind und wobei

A =

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 ∈ Mat(m× n,K)

eine m × n-Matrix ist. Die Matrix A nennen wir Koe�zientenmatrix des
linearen Systems. Die m× (n+ 1)-Matrix

(A | b) =

 a11 . . . a1n b1
...

...
...

am1 . . . amn bm


heisst erweiterte Koe�zientenmatrix des Systems.
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De�nition I.5.2. Eine m × n-Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn sie die
folgende Form hat:

0 · · · 0 a1j1 ∗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ∗
0 · · · 0 0 · · · 0 a2j2 ∗ · · · · · · · · · · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 arjr ∗ · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0


.

Dabei sind:

• r ∈ {0, 1 . . . ,m} ist die Anzahl der Nichtnullzeilen.

• Die Einträge a1j1 , . . . , ar,jr sind nicht Null, Pivots genannt.

• ∗ steht für ein beliebiges Element von K.

• In jeder Nichtnullzeile stehen links vor dem Pivotelement nur Nullen.

• Unterhalb von einem Pivotelement stehen nur Nullen.

• Die letzten m− r Zeilen sind Nullzeilen.

De�nition I.5.3. Auf den Zeilen einer Matrix benutzen wir drei Arten von
elementaren Zeilenoperationen.

Typ 1. Vertauschung von zwei Zeilen.

Typ 2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar α 6= 0.

Typ 3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Satz I.5.4.

(a) Sei (A, b) die erweiterte Koe�zientenmatrix eines linearen Gleichungs-
systems und sei (Ã, b̃) aus (A, b) durch endlich viele elementare Zeilen-
operationen entstanden. Dann haben die Systeme Ax = b und Ãx = b̃
dieselben Lösungen.

(b) Mit Hilfe des Gauss-Verfahren kann man jede Matrix durch elementare
Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform bringen.
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Kapitel II

Lineare Abbildungen und

Matrizen

II.0 Der Vektorraum der m× n-Matrizen

De�nition II.0.1. Für alle A = (aij) und B = (bij) in Mat(m× n,K) und
alle α ∈ K setzen wir

A+B ..= (aij + bij) ∈ Mat(m×n,K) und α ·A ..= (α ·aij) ∈ Mat(m×n,K).

Wir bezeichnen mit Eij die Matrix von Mat(m × n,K), die ein 1 = 1K an
der Stelle (i, j) hat und deren anderen Einträgen alle Null sind.

Behauptung II.0.2. Zusammen mit der obigen Addition und skalaren Mul-
tiplikation ist Mat(m × n,K) ein K-Vektorraum von Dimension m · n. Die
Elementarmatrizen Eij mit 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n bilden eine Basis von
Mat(m× n,K), Standardbasis genannt.

Notation II.0.3. Den Vektorraum Mat(m × n,K) aller m × n-Matrizen
mit Einträgen aus dem Körper K bezeichnen wir auch mit Km×n. Dann
bezeichnen K1×n und Kn×1 den Vektorraum aller Zeilenvektoren bzw. aller
Spaltenvektoren der Länge n.

II.1 Der Vektorraum der linearen Abbildungen

De�nition II.1.1. Seien V und W zwei Vektorräume über demselben Kör-
per K. Eine Abbildung f : V → W nennen wir linear über K, falls sie mit
der Addition und skalaren Multiplikation verträglich ist, d.h., falls gelten:

(L1) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) für alle v1, v2 ∈ V .

13
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(L2) f(αv) = αf(v) für alle v ∈ V und alle α ∈ K.

De�nition II.1.2.

• Eine lineare Abbildung nennt man auch Homomorphismus zwischen
Vektorräumen. Man bezeichnet mit HomK(V,W ) die Menge aller K-
linearen Abbildungen von V nach W .

• Ein bijektiver Homomorphismus nennt man Isomorphsmus.

• Ein Homomorphismus von V nach V nennt man Endomorphismus.

Behauptung II.1.3. Die Menge HomK(V,W ) aller linearen Abbildungen
zwischenK-Vektorräumen V undW ist ein Untervektorraum von Abb(V,W ).

Lemma II.1.4. Seien V und W zwei Vektorräume über einem Körper K.

(1) Ist f ∈ HomK(V,W ), so gilt f(0V ) = 0W .

(2) Ist f ∈ HomK(V,W ), so gilt

f(α1v1 + · · ·+ αnvn) = α1f(v1) + · · ·+ αnf(vn)

für alle Vektoren v1, . . . , vn ∈ V und alle Skalaren α1, . . . , αn ∈ K.

(3) Jedes f ∈ HomK(V,W ) ist durch die Bilder der Vektoren einer Basis
von V eindeutig bestimmt.

(4) Sei V endlich dimensional und sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V .
Seien w1, . . . , wn Vektoren ausW . Dann gibt es genau eine lineare Abbil-
dung f ∈ HomK(V,W )mit der Eigenschaft f(vi) = wi für alle 1 ≤ i ≤ n.

Beispiel II.1.5. Sei A = (aij) eine m×n-Matrix mit Einträgen in K. Dann
ist die Abbildung

fA : Kn×1 → Km×1x1...
xn

 7→ A ·

x1...
xn

 =

 a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn


linear.
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II.2 Koordinaten, Darstellungsmatrix

De�nition II.2.1. Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis eines K-Vektorraums V .
Sei v ∈ V . Die (eindeutig bestimmten) Skalare α1, . . . , αn ∈ K mit v =
α1v1+ · · ·+αnvn nennen wir Koordinaten des Vektors v bezüglich der Basis

B. Den Spaltenvektor [v]B ..=

α1
...
αn

 ∈ Kn×1 nennen wir Koordinatenvektor

von v bezüglich B.

Bemerkung II.2.2. Für alle v, w ∈ V und alle α ∈ K gelten

[v + w]B = [v]B + [w]B und [αv]B = α · [v]B.

Satz II.2.3. Gegeben seien K-Vektorräume V mit Basis A = (v1, . . . , vn)
undW mit Basis B = (w1, . . . , wm). Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
f : V →W genau eine Matrix A = (aij) ∈ Mat(m× n,K), so dass

f(vj) = a1jw1 + · · ·+ amjwm für alle 1 ≤ j ≤ n.

Wir bezeichnen diese Matrix mit MAB (f) und nennen sie Darstellungsmatrix
von f bezüglich der Basen A und B. Sie ist die einzige m × n-Matrix die
folgendes erfüllt:

[f(v)]B = MAB (f) · [v]A für alle v ∈ V.

Bemerkung II.2.4.

In den Spalten von MAB (f) stehen die Koordinatenvektoren der Bilder
der Basisvektoren aus A bezüglich der Basis B.

Bemerkung II.2.5. Für alle f, g ∈ HomK(V,W ) und alle α ∈ K gelten

MAB (f + g) = MAB (f) +MAB (g) und MAB (αf) = α ·MAB (f).
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II.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung

De�nition II.3.1. Das Bild und der Kern eines Homomorphismus f in
HomK(V,W ) sind de�niert durch

Im(f) ..= f(V ) = {f(v) | v ∈ V } ⊂W

und
Ker(f) ..= f−1({0W }) = {v ∈ V | f(v) = 0W } ⊂ V.

Lemma II.3.2. Für jedes f ∈ HomK(V,W ) gelten:

(1) Im(f) ist ein Untervektorraum von W mit dim(Im(f)) ≤ dim(V ).

(2) Ist V ′ ⊂ V ein Unterraum, so ist f(V ′) ..= {f(v) | v ∈ V ′} ein Unterraum
von W von Dimension ≤ dim(V ′).

(3) Ker(f) ist ein Unterraum von V .

(4) Ist W ′ ⊂ W ein Unterraum, so ist f−1(W ′) := {v ∈ V | f(v) ∈ W ′} ein
Unterraum von V .

De�nition II.3.3. Der Rang einer linearen Abbildung f ∈ HomK(V,W ) ist
die Dimension ihres Bildes:

rg(f) ..= dimK Im(f).

Satz II.3.4. (Rangsatz)

Für jede lineare Abbildung f : V →W mit dim(V ) endlich gilt

dimK V = dimK Ker(f) + rg(f).

Satz II.3.5. Eine lineare Abbildung f : V →W zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorräumen V undW von Dimension dim(V ) = n und dim(W ) = m
ist genau dann vom Rang r, wenn es Basen A von V und B von W gibt, so
dass

MAB (f) =



1
. . .

1

0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


(r+(m−r))×(r+(n−r))
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De�nition II.3.6. Sei A ∈ Mat(m × n,K) eine Matrix. Wir de�nieren
Ker(A) ..= Ker(fA), Im(A) ..= Im(fA) und rg(A) ..= dimK(Im(A)) = rg(fA),
wobei fA die Abbildung fA : Kn×1 → Km×1, x 7→ A · x, bezeichnet.

Bemerkung II.3.7. Für jedes A ∈ Mat(m× n,K) gelten:

(1) Ker(A) = {x ∈ Kn×1 mit A · x = 0}.

(2) Im(A) = spanK{Spalten von A} ⊂ Km×1.

(3) n = dimKer(A) + rg(A).

Bemerkung II.3.8. Sei f ∈ HomK(V,W ) mit dimK W endlich. Dann gilt:

f surjektiv ⇐⇒ rg(f) = dimK W.

Lemma II.3.9. Für jedes f ∈ HomK(V,W ) gilt

f injektiv ⇐⇒ Ker(f) = {0V }.

Korollar II.3.10. Für jede lineare Abbildung f : V → W zwischen end-
lichdimensionalen Vektorräumen mit dimK V = dimK W gilt:

f injektiv ⇐⇒ f surjektiv ⇐⇒ f bijektiv.

De�nition II.3.11. ZweiK-Vektorräume heissen isomorph zueinander, wenn
es einen bijektiven K-Homomorphismus (Isomorphismus genannt) f : V →
W gibt.

Behauptung II.3.12. Ist eine lineare Abbildung f : V → W bijektiv, so
ist ihre Umkehrabbildung f−1 :W → V ebenfalls linear.

Satz II.3.13. Sei f : V → W eine lineare Abbildung und sei B = (vi)i∈I
eine Basis von V . Dann gilt: f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
f(B) ..= (f(vi))i∈I eine Basis von W ist.
Insbesondere haben isomorphe Vektorräume dieselbe Dimension.

Korollar II.3.14. Zwei endlichdimensionale Vektorräume V und W über
demselben KörperK sind genau dann isomorph, wenn dimK(V ) = dimK(W ).
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II.4 A�ne Unterräume

De�nition II.4.1. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraums V heisst a�ner

Unterraum, wenn es einen Vektor v ∈ V und einen UntervektorraumW ⊂ V
gibt, so dass X = v +W ..= {v + w | w ∈W} ist.

Lemma II.4.2.

(1) Ist X = v +W ⊂ V ein a�ner Unterraum, so gilt X = v′ +W für alle
v′ ∈ X.

(2) Sind X = v+W und X ′ = v′ +W ′ a�ne Unterräume von V , so gelten:

(a) X ⊂ X ′ ⇐⇒ (v ∈ X ′ und W ⊂W ′).
(b) X = X ′ ⇐⇒ (W =W ′ und v − v′ ∈W ).

(c) Ist X ∩X ′ 6= ∅, so ist X ∩X ′ ein a�ner Unterraum von V und es
gilt X ∩X ′ = x+ (W ∩W ′) für alle x ∈ X ∩X ′.

De�nition II.4.3. Die Dimension eines a�nen Unterraums X = v+W ist
de�niert durch dim(X) ..= dimK(W ).

• Ein a�ner Unterraum von Dimension 1 heisst a�ne Gerade.

• Ein a�ner Unterraum von Dimension 2 heisst a�ne Ebene.

• Ist dim(V ) = n endlich, so nennen wir a�ne Hyperebene jeden a�nen
Unterraum von V , der Dimension n− 1 hat.
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