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Kapitel 1

Vektorraume

I.0 Mengen, Abbildungen, Familien

Definition 1.0.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten (Elemente genannt) zu einem Ganzen.

Man schreibt ,z € M“, wenn « ein Element der Menge M ist.

Man schreibt .z & M“, wenn x kein Element von M ist.

Man bezeichnet mit () die leere Menge.

Definition I1.0.2. Seien A und B zwei Mengen.

Man sagt, dass A eine Teilmenge von B ist (in Zeichnen A C B), falls
jedes Element von A auch ein Element von B ist.

Man sagt, dass A und B gleich sind (in Zeichnen A = B), wenn sie genau
dieselben Elemente haben. Nach Definition gilt dann:

A=B<+= (AC Bund BCA).

Definition 1.0.3. Seien A und B zwei Mengen.
e Die Vereinigung von A und B ist AUB :={x |z € A oder z € B}.
e Der Durchschnitt von Aund B ist ANB:={z |z € A und z € B}.
e Die Differenz von Aund B ist A\ B:={z |z € Aund =z ¢ B}.

Definition 1.0.4. Das kartesische Produkt von endlich viele Mengen Ay, ..., A,
ist die Menge A x Ay X --- x A, aller geordneten n-Tupeln (a1, ...,a,) mit
a; € A; firi=1,...,n.
Sind A eine Menge und n > 1 eine natiirliche Zahl, so setzen wir
A" = Ax - - x A.
—_—

n—mal
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2 KAPITEL I. VEKTORRAUME

Definition 1.0.5. Seien X und Y zwei Mengen. Fine Abbildung von X nach
Y ist eine Vorschrift f, die zu jedem Element x € X genau ein Element
y € Y zuordnet. Man schreibt dafiir:

fi X =» Y
x =y

Die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit Abb(X,Y).

Definition 1.0.6. Jede Abbildung ldsst sich in Form einer Familie darstel-
len. Die Familie (x;);cs entspricht dann der Abbildung

f+ 1 - X
T = X

Wir bezeichnen mit X! die Menge aller Familien mit Indexmenge I, deren
Glieder in X liegen.

I.1  Gruppen, Korper

Definition 1.1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Ver-
kniipfung * : G x G — G, fiir die folgende Regeln gelten:

(G1) x* ist assoziativ, d.h.: Fiir alle a,b,c € G gilt

(axb)xc=ax(bxc)=:axbxc.

(G2) Es gibt ein Element eg € G, neutrales Element genannt, fiir das gilt:

egxa=ax*xeqg=a firalleacd.

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein aiyy € G, inverses Element zu a genannt,
fiir das gilt:
Qiny ¥ G = @ * Qipy = €G-

Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, falls axb = bxa fiir alle a,b € G.

Bemerkung I.1.2. Fiir jede Gruppe (G, %) gelten folgende Aussagen:

1) Das neutrale Element eg ist eindeutig bestimmt.

2) Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element.

3) Ist a xb=eq, so sind ainy = b und biny = a.

(1)
(2)
(3)
(4)

4) Es gelten (ainy)iny = @ und (a * b)iny = biny * ainy fir alle a,b € G.
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(5) Die Gleichung a*x = b ist fiir alle a,b € G eindeutig 16sbar. Die Losung
ist £ = ajyy * b.

Definition I.1.3. Sei (G,x*) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heisst
Untergruppe von G, wenn H zusammen mit * selbst wieder eine Gruppe ist.
D.h., wenn die drei folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e e €EH
e Fiir alle a,b € H ist auch axb € H.

e Fiir alle a € H ist ajy,y € H.

Definition I.1.4. Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen

+:GxG—=-G und -:GExGE—=G,
fiir die folgende Regeln gelten:

(K1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe.
(Wir bezeichnen mit Ox das neutrale Element bzg. der + und mit —a
das Inverse zu a € K. Weiter schreiben wir ,a — b fiir ,a + (—b)“.)

(K2) (K \{0x},-) ist eine kommutative Gruppe.
(Wir bezeichnen mit 1x das neutrale Element bzg. der - und mit a™*
das multiplikative Inverse zu a € K \ {Ox}.)

(K3) Fiir alle a,b,c € K gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢) und (a+0b)-c=(a-c)+(b-c).

Bemerkung 1.1.5. Fiir jeden Kérper K gelten folgende Aussagen:

1) 1k # Ox. Also hat jeder Kérper mindestens zwei Elemente.

2) O ra=a-0g = 0k fiir alle a € K.

3) Aus a-b=0g folgt a = 0x oder b = 0.

(
(
(
(4

)
)
)
) (—1k)-a = —afirallea € K. Somit a-(—b) = —a-bund (—a)-(—b) = a-b
fir alle a,b € K.

(5) Aus a-b=a-cmita# 0g folgt b=c.



4 KAPITEL I. VEKTORRAUME

Lemma 1.1.6. Sei K ein endlicher Kérper. Dann gibt es eine ganze Zahl
n > 2, so dass

g+ +1g =0g.

T

Das kleinste solche n > 2 ist eine Primzahl, Charakteristik von K genannt.

Definition I.1.7. Sei (L,+,-) ein Korper. Eine Teilmenge K C L heisst
Unterkorper von L, wenn sie zusammen mit den auf K eingeschrinkten
Verkniipfungen selbst wieder ein Korper ist. D.h., wenn K folgende Eigen-
schaften hat:

e 07,17 € K.
e Fir alle a,b € K sind aucha+be Kunda-be K.
e Fiiralleac K\ {0.} sind —a € K und a™! € K.

I.2 Vektorraume, Untervektorriume, Erzeugenden-
systeme

Definition I1.2.1. Sei K ein Koérper. Ein Vektorraum iiber K (man sagt
auch K-Vektorraum) ist eine Menge V' mit einer inneren Verkniipfung

+:VxV =V, (vyw)—v+w (Addition genannt)
und einer dusseren Verkniipfung
K xV =V, (Av)—= Ao (skalare Multiplikation genannt)

fiir die folgende Regeln erfiillt sind:
(V1) (V,+) ist eine kommutative Gruppe.

(V2) Fir alle v,w € V und alle «, § € K gelten

() a-(B-v) = (a-) v
(b) 1x-v=w.
(c)a-(v+tw)=a-v+a-w
(d) (a+p)-v=a-v+p-v

Bemerkung 1.2.2. Ist V' ein K-Vektorraum, so gelten folgende Aussagen:

(1) O -v =0y firallev e V.
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(2) a0y =0y fiir alle o € K.
(3) a-v =0y < (o« =0xg oder v =0y).

(4) (—1g)-v=—vfiralleveV.

Beispiel 1.2.3. Sei K ein beliebiger Korper.

(1) Die Menge {0} ist ein K-Vektorraum, Nullvektorraum genannt, wobei
die Addition und skalare Multiplikation durch 0 +0 =0und -0 =0
fiir alle @ € K definiert sind.

(2) Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist die Menge K™ ein K-Vektorraum, wo-
bei die Addition und skalare Multiplikation komponentenweise definiert
sind, d.h., durch die Formeln

(V15 v yUn) + (W1, ..y wy) = (V1 + Wi, ..., Uy + W)
und
a- (V.. ) = (@ vy,..., - vp)
fiir alle v = (v1,...,v,),w = (w1,...,w,) € K™ und alle « € K.

(3) Seien X eine nicht leere Menge und V ein K-Vektorraum. Dann ist die
Menge Abb(X, V) aller Abbildungen von X nach V ein K-Vektorraum,
wobei die Addition und skalare Multiplikation punktweise definiert sind,
d.h., durch die Formeln

fHgx—= flx)+g(@x)und a- f:x— a- f(x)

fiir alle f,g € Abb(X,V) und alle « € K.

Definition 1.2.4. Eine Teilmenge W eines K-Vektorraums V ist ein Unter-
vektorraum von V', wenn gelten:

(UV1) W #£0.

(UV2) W ist abgeschlossen gegeniiber der Addition, d.h.:
Sind w1y, wy € W, so ist wy + we € W.

(UV3) W ist abgeschlossen gegeniiber der skalaren Multiplikation, d.h.:
Sindw e Wund a € K, soist a-w e W.

Bemerkung I.2.5. Ein Untervektorraum W C V ist zusammen mit der
induzierten Addition und skalaren Multiplikation selber ein K-Vektorraum.
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Beispiel 1.2.6. Sei K ein beliebiger Kérper. Die Liosungsmenge jedes ho-
mogenen linearen Gleichungssystems iiber K mit m Gleichungen in n Un-

bekannten
ajlxy + - + aiprn, = 0

am1T1 + o+ Gppx, = 0

ist ein Unterraum von K™.

Lemma 1.2.7. Sei V ein Vektorraum und seien W7, Wy Unterrdume von V.
Dann gelten:

(a) W1 N Wy ist ein Unterraum von V.

(b) W1UWs ist kein Unterraum von V', ausser wenn W1 C Wa oder Wy C Wi

Definition I.2.8. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V gege-
ben. Ein Vektor v € V der Form

V=01 U F o+ Qv mit g, .., 0 €K

heisst Linearkombination von vy, ..., v,.

Definition I.2.9. Sei V ein K-Vektorraum und sei A C V eine Teilmenge
von V. Wir setzen

spang (A) := {alle endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus A}
={veV]|IneNJu,...v, € A ay,...,a, € K mit

v:al.vl+...+an.vn}.

und spang (0) := {0y}

Lemma 1.2.10. Sei V ein K-Vektorraum und sei A C V eine Teilmenge.
Dann ist die Menge spang (A) ein Unterraum von V. Es ist sogar der kleinste
Unterraum von V| der A enthilt, denn gilt:

Ist W C V ein Unterraum mit A C W, so ist spang(A) C W.

Lemma 1.2.11 (Austauschlemma).
Seien vy, ..., v, Vektoren in einem K-Vektorraum V und sei w € V, so dass
w eine Linearkombination w = aq - v1 + g - v2 + + - - + auyy - v, Mit v # 0 ist.
Dann gilt

span(w, ve, ..., v,) = span(vy, va, ..., V,) = span(vy, va, ..., Up, W).
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I.3 Basen, Dimension

Definition I.3.1. Sei V ein K-Vektorraum.

e Eine endliche Familie (vy,...,v,) von Vektoren aus V heisst linear
unabhdngig (iber K), wenn gilt:

Sind a4, ...,q, € K Skalare mit a; - vy + -+ + oy - v, = Oy, so folgt

alz---:aT:OK.
e Statt ,die Familie (v1,...,v,) ist linear unabhingig® darf man auch
einfacher sagen ,die Vektoren vy,..., v, sind linear unabhéingig”.

e Die leere Familie ist linear unabhingig.

e Eine beliebige Familie (v;);e; von Vektoren aus V heisst linear unab-
hingig, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist.

Lemma 1.3.2. Aquivalent sind:
(1) Die Familie (v;);es ist linear unabhéngig iiber K.

(2) Jeder Vektor v € spang ({v; | # € I'}) lisst sich in eindeutiger Weise als
endliche Linearkombination der Vektoren der Familie darstellen.

Bemerkung 1.3.3. In jedem K-Vektorraum V gelten:
(1) Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear abhéngig, wenn v = Oy .
(2) Gehort der Nullvektor zu einer Familie, so ist sie linear abhéngig.

(3) Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrmals vor, so ist sie linear
abhingig.

(4) Eine Familie (vy,...,v,) von r > 2 Vektoren ist genau dann linear ab-
héngig, wenn einer davon Linearkombination der anderen ist.

(5) Zwei Vektoren sind genau dann linear abhéngig, wenn ein Vektor das
Vielfache des anderen Vektors ist.

Behauptung I.3.4. Wir betrachten den R-Vektorraum V' = Abb(R, R) und
definieren fiir jedes a € R das Element f, € V durch f,(x) = ¢®*. Dann ist
die Familie (f)qer linear unabhéngig.
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Definition I.3.5. Eine Familie (v;);er in einem K-Vektorraum V heisst
Basis von V| wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

(a) (vi)ier ist ein Erzeugendensystem von V', d.h., spang({v; |i € I}) = V.

(b) (vi)ier ist linear unabhingig.

Definition 1.3.6. Sei K ein Korper und sei n € N, n > 1. Fiir jedes ¢ =
1,...,n bezeichnen wir mit ¢; = (Og,...,0x,1x,0x,...,0x) den Vektor
aus K", deren Koordinaten alle Null sind, ausser die i-te, die gleich 1g
ist. Dann ist (€;)ic{1,.. n) €ine Basis von K", Standardbasis oder kanonische
Basis genannt.

Lemma 1.3.7. Ein endliches Erzeugendensystem (v, ..., v,) eines Vektor-
raums V ist genau dann eine Basis von V| wenn es unverkiirzbar ist. D.h.,
wenn fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Familie (v1,...,v;—1,vit1,...,0y) kein Er-
zeugendensystem mehr ist.

Korollar 1.3.8. Jeder endlicherzeugte Vektorraum besitzt eine (endliche)
Basis.

Korollar 1.3.9 (Basisauswahlsatz). Man kann aus jedem endlichen Er-
zeugendensystem eine Basis auswéhlen.

Satz 1.3.10. Sei V ein endlicherzeugter Vektorraum und seien L = ({1, ...,4,)
eine linear unabhéngige Familie von Vektoren aus V, B = (by,...,by,) eine
Basis von V und S = (vy,...,vs) ein endliches Erzeugendensystem von V.
Dann gilt r < n < s.

Korollar 1.3.11. Sei V ein endlicherzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:
e Jede linear unabhingige Familie in V ist endlich.

e Jede Basis von V ist endlich und je zwei Basen haben gleich viele
Elemente.
Definition: Diese Anzahl nennt man Dimension von V iiber K. Wir
bezeichnen sie mit dimg (V). Ist V' nicht endlich erzeugt, so nennt man
V unendlichdimensional.

Korollar 1.3.12. Ist dim(V) = n endlich, so ist jede Familie von n + 1
Vektoren von V linear abhéngig.



I4. SUMMEN VON UNTERVEKTORRAUMEN 9

Satz 1.3.13 (Basisergidnzungssatz). Sei V ein Vektorraum mit dim(V') =
n < 4+oo und seien vy, ...,v, € V linear unabhéngig. Dann gilt:

(1) Es gibt Vektoren wyi1,...,w, € V, so dass (v1,...,0p, Wpi1,..., W)
eine Basis von V ist.

(2) Ist (w;)ier ein Erzeugendensystem von V' gegeben, so kann man sogar
i1y...,in—r € I finden, so dass (v1,...,Vp, Wj,,...,w;, ) eine Basis von
V ist.

Korollar 1.3.14. Sei V ein Vektorraum von Dimension n < +oo. Fiir je n

Vektoren vy,...,v, € V sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) (vi,...,vy) ist eine Basis von V.

(2) (vi,...,vy) ist ein Erzeugendensystem von V.

(3) (vi,...,vy) ist linear unabhéngig.

Lemma 1.3.15. Ist W ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V| so ist W auch endlichdimensional. Weiter gilt dim(W') < dim(V),
mit Gleichheit genau dann, wenn W =V ist.

1.4 Summen von Untervektorriumen

Definition 1.4.1. Seien Wy,..., W, endlich viele Unterrdume von einem
K-Vektorraum V. Ihre Summe ist der Unterraum von V', der durch

Wi+ -+ Wyoi={wi + - +w, | w; € W;} =spang (W U---UW,)

definiert ist.

Bemerkung 1.4.2. Es gilt dim(W;+---4+W,) < dim(W7)+- - - +dim(W,.).

Satz 1.4.3 (Dimensionsformel).
Sind W1, Wy C V endlichdimensionale Unterrdume, so gilt:

dim(W1 + WQ) = dim(Wl) + dim(WQ) — dim(W1 N WQ).

Definition I.4.4. Seien Wy, ..., W, Unterrdume von einem K-Vektorraum
V. Die Summe Wy + - - + W, nennen wir direkt, wenn jeder Vektor v von
W1 + -+ + W, eindeutig darstellbar als v = wy + -+ + w, mit w; € W,
1 <1 <r,ist. Wir bezeichnen eine direkte Summe mit W7 @ --- & W,..
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Lemma 1.4.5. Fiir Unterrdume W1, ..., W, eines endlichdimensionalen Vek-
torraums V sind folgende Bedingungen &quivalent:

(1) Die Summe Wy + --- 4+ W, ist direkt.
(#) (@)

(2) Ist fiir jedes i € {1,...,r} eine Basis (w;’, ... Wy, ) von W; gegeben, so
ist (w%l), e ,w((i?, . ,wgr), e ,w((i:)) eine Basis von Wy 4 --- + W,..

(3) dim(Wl + -4 WT) = dim(Wl) + -+ dim(WT).

Behauptung 1.4.6. Eine Summe Wj +W; von zwei Unterrdumen ist genau
dann direkt, wenn Wy N Wy = {0} ist.

1.5 Das Eliminationsverfahren von Gauss

Definition I.5.1. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem tiber einem

Korper K mit m Gleichungen in den n Unbekannten 1y, ..., x,:
ailry oo+ ar, = b
Am1T1 + t AmaTn = by

Dieses System schreiben wir auch als

aiy ... Qin T a1T1 + -+ a1nTn by
A= = : =]
Gml -+ Qmn Tn Am1T1 + -+ GmnTm bm
T by
wobeiz=| : | und b= | : | Spaltenvektoren sind und wobei
Tn bm,
ail s Q1p
A= ¢ : € Mat(m x n, K)
aml .. Amn

eine m X n-Matrix ist. Die Matrix A nennen wir Koeffizientenmatriz des
linearen Systems. Die m x (n + 1)-Matrix

all . Aln b1
(A]b) =
Aml  --- Qmn | bm

heisst erweiterte Koeffizientenmatriz des Systems.
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Definition 1.5.2. Eine m x n-Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn sie die
folgende Form hat:

0 -+ 0 @y, ke e e e e ek
o - 0 0O - 0 a9 =*
0 v 0 0 e 00 e 0 ay % e
Dabei sind:
e r€{0,1...,m} ist die Anzahl der Nichtnullzeilen.
e Die Eintrige ayj,, ..., a,j sind nicht Null, Pivots genannt.
e x steht fiir ein beliebiges Element von K.
e In jeder Nichtnullzeile stehen links vor dem Pivotelement nur Nullen.
e Unterhalb von einem Pivotelement stehen nur Nullen.
e Die letzten m — r Zeilen sind Nullzeilen.

Definition 1.5.3. Auf den Zeilen einer Matrix benutzen wir drei Arten von
elementaren Zeilenoperationen.

Typ 1. Vertauschung von zwei Zeilen.
Typ 2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar o # 0.

Typ 3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Satz 1.5.4.

(a) Sei (A,b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungs-
systems und sei (A, b) aus (A,b) durch endlich viele elementare Zeilen-
operationen entstanden. Dann haben die Systeme Ax = b und Az =b
dieselben Losungen.

(b) Mit Hilfe des Gauss-Verfahren kann man jede Matrix durch elementare
Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform bringen.
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Kapitel 11

Lineare Abbildungen und
Matrizen

I1.0 Der Vektorraum der m x n-Matrizen

Definition II1.0.1. Fiir alle A = (a;;) und B = (b;;) in Mat(m x n, K) und
alle a € K setzen wir

A+ B = (a;j +b;;) € Mat(m xn, K) und a- A := (a-ai;) € Mat(m xn, K).

Wir bezeichnen mit Ej; die Matrix von Mat(m x n, K), die ein 1 = 1g an
der Stelle (7, j) hat und deren anderen Eintrégen alle Null sind.

Behauptung I1.0.2. Zusammen mit der obigen Addition und skalaren Mul-
tiplikation ist Mat(m x n, K) ein K-Vektorraum von Dimension m - n. Die
Elementarmatrizen E;; mit 1 <7 < m und 1 < j < n bilden eine Basis von
Mat(m x n, K), Standardbasis genannt.

Notation I1.0.3. Den Vektorraum Mat(m x n, K) aller m x n-Matrizen
mit Fintrigen aus dem Korper K bezeichnen wir auch mit K™*™. Dann
bezeichnen K'*" und K™*! den Vektorraum aller Zeilenvektoren bzw. aller
Spaltenvektoren der Linge n.

II.1 Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Definition II.1.1. Seien V und W zwei Vektorrdume iiber demselben Kor-
per K. Eine Abbildung f : V — W nennen wir linear iiber K, falls sie mit
der Addition und skalaren Multiplikation vertréglich ist, d.h., falls gelten:

(L1) f(v1 +wv2) = f(v1) + f(ve) fiir alle v1,vy € V.

13
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(L2) f(aw) = af(v) fiir alle v € V und alle o € K.

Definition I1.1.2.

e Eine lineare Abbildung nennt man auch Homomorphismus zwischen
Vektorrdumen. Man bezeichnet mit Homg (V, W) die Menge aller K-
linearen Abbildungen von V nach W.

e Ein bijektiver Homomorphismus nennt man Isomorphsmus.

e Ein Homomorphismus von V nach V nennt man Endomorphismus.

Behauptung I1.1.3. Die Menge Homg (V, W) aller linearen Abbildungen
zwischen K-Vektorrdumen V und W ist ein Untervektorraum von Abb(V, W).

Lemma I1.1.4. Seien V und W zwei Vektorrdume iiber einem Koérper K.
(1) Ist f € Homg(V, W), so gilt f(0y) = O .
(2) Ist f € Homg(V, W), so gilt
flaqvr + -+ apoy) = a1 f(v1) + - - + anf(vn)
fir alle Vektoren vy,...,v, € V und alle Skalaren a;,...,a, € K.

(3) Jedes f € Homg(V,W) ist durch die Bilder der Vektoren einer Basis
von V eindeutig bestimmt.

(4) Sei V endlich dimensional und sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V.
Seien wy, ..., w, Vektoren aus W. Dann gibt es genau eine lineare Abbil-
dung f € Homg (V, W) mit der Eigenschaft f(v;) = w; fiiralle 1 < i < n.

Beispiel I1.1.5. Sei A = (aj;) eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in K. Dann
ist die Abbildung

fA . Kn><1 — Km><1
il T ai1x1 + -+ a1y
= A =

T, T, Am1%1 + -+ QGmpTn

linear.
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I1.2 Koordinaten, Darstellungsmatrix

Definition I1.2.1. Sei B = (v, ..., v,) eine Basis eines K-Vektorraums V.

Sei v € V. Die (eindeutig bestimmten) Skalare aq,...,a, € K mit v =

a1 + - - -+ apv, nennen wir Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis
aq

B. Den Spaltenvektor [v]g:= | : | € K™*! nennen wir Koordinatenvektor

Qp
von v beziiglich B.
Bemerkung I1.2.2. Fiir alle v,w € V und alle a € K gelten
[v+w|g =g+ [wp und |ov|p=a-[v]s.
Satz I1.2.3. Gegeben seien K-Vektorrdume V mit Basis A = (v1,...,vy)

und W mit Basis B = (wq, ..., wy,). Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
f:V — W genau eine Matrix A = (a;5) € Mat(m x n, K), so dass

f(v;) = agjwi + - + amjwm fiir alle 1 < j < n.

Wir bezeichnen diese Matrix mit M7 (f) und nennen sie Darstellungsmatriz
von f beziiglich der Basen A und B. Sie ist die einzige m x n-Matrix die
folgendes erfiillt:

[f(v)]s = Mé(f) - [v]a fiir alle v € V.

Bemerkung 11.2.4.

In den Spalten von Mg (f) stehen die Koordinatenvektoren der Bilder
der Basisvektoren aus A beziiglich der Basis B.

Bemerkung I1.2.5. Fiir alle f, g € Homg (V, W) und alle a € K gelten

MA(f +9) =ME(f) +Mg(g9) und Mg(af) =a-ME(f).
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I1.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Definition II.3.1. Das Bild und der Kern eines Homomorphismus f in
Hom g (V, W) sind definiert durch

Im(f) = f(V) ={f(v) |[veV}CW

und

Ker(f) = f~ ({0w}) = (v € V| f(v) = Ow} C V.

Lemma I1.3.2. Fiir jedes f € Homg (V, W) gelten:
(1) Im(f) ist ein Untervektorraum von W mit dim(Im(f)) < dim(V).

(2) Ist V' C V ein Unterraum, so ist f(V') := {f(v) | v € V'} ein Unterraum
von W von Dimension < dim(V”).

(3) Ker(f) ist ein Unterraum von V.

(4) Tst W' C W ein Unterraum, so ist f~Y(W') = {v € V| f(v) € W'} ein

Unterraum von V.

Definition I1.3.3. Der Rang einer linearen Abbildung f € Homg (V, W) ist
die Dimension ihres Bildes:

rg(f) = dimye Tm(f).

Satz I1.3.4. (Rangsatz)
Fiir jede lineare Abbildung f: V — W mit dim(V') endlich gilt

dimg V = dimg Ker(f) + rg(f).

Satz I1.3.5. Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorraumen V und W von Dimension dim(V') = n und dim(W) =m
ist genau dann vom Rang r, wenn es Basen A von V und B von W gibt, so

dass
1

(r+(m=r))x(r+(n-r))
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Definition I1.3.6. Sei A € Mat(m x n, K) eine Matrix. Wir definieren
Ker(A) := Ker(fa), Im(A) := Im(f4) und rg(A) := dimg (Im(A)) = rg(fa),
wobei f4 die Abbildung f4 : K™ — K™ 2+ A .z, bezeichnet.

Bemerkung I1.3.7. Fiir jedes A € Mat(m x n, K) gelten:
(1) Ker(A) = {z € K™ mit A-z = 0}.
(2) Tm(A) = spany{Spalten von A} C K™*!

(3) n =dimKer(A) 4+ rg(A).

Bemerkung I1.3.8. Sei f € Homg (V, W) mit dimgx W endlich. Dann gilt:

f surjektiv <= rg(f) = dimg W.

Lemma I1.3.9. Fiir jedes f € Homg (V, W) gilt

f injektiv <= Ker(f) = {0y }.

Korollar 11.3.10. Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen mit dimg V = dimg W gilt:

f injektiv <= f surjektiv <= f bijektiv.

Definition I1.3.11. Zwei K-Vektorrdume heissen isomorph zueinander, wenn
es einen bijektiven K-Homomorphismus (Isomorphismus genannt) f : V —
W gibt.

Behauptung I1.3.12. Ist eine lineare Abbildung f : V. — W bijektiv, so
ist ihre Umkehrabbildung f~! : W — V ebenfalls linear.

Satz I1.3.13. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und sei B = (v;)ier
eine Bagis von V. Dann gilt: f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
f(B) == (f(v;))ier eine Basis von W ist.

Insbesondere haben isomorphe Vektorrdume dieselbe Dimension.

Korollar 11.3.14. Zwei endlichdimensionale Vektorrdume V und W {iber
demselben Kérper K sind genau dann isomorph, wenn dimg (V') = dimg (W).
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I1.4 Affine Unterraume

Definition I1.4.1. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraums V heisst affiner
Unterraum, wenn es einen Vektor v € V und einen Untervektorraum W C V
gibt, so dass X = v+ W :={v+w | w e W} ist.

Lemma I11.4.2.

(1) Ist X = v+ W C V ein affiner Unterraum, so gilt X =o' + W fiir alle
v e X.

(2) Sind X = v+ W und X’ =o' + W' affine Unterrdume von V, so gelten:

() X C X' <= (ve X und W CW’).
b) X=X <—= W=W undv—2v € W).

(c) Ist XN X" # 0, so ist X N X’ ein affiner Unterraum von V und es
git XNX' =x+(WnNW)firallez e X NX".

Definition I1.4.3. Die Dimension eines affinen Unterraums X = v+ W ist
definiert durch dim(X) = dimg (W).

e Ein affiner Unterraum von Dimension 1 heisst affine Gerade.
e Ein affiner Unterraum von Dimension 2 heisst affine Ebene.

e Ist dim(V') = n endlich, so nennen wir affine Hyperebene jeden affinen
Unterraum von V| der Dimension n — 1 hat.
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