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Aufgabe 1
Sei k unendlich, seien X ⊂ Pm(k) und Y ⊂ Pn(k) lokal abgeschlossen und irreduzibel,
f0, . . . , fn ∈ k[x0, . . . ,xm] homogen von gleichem Grad, g0, . . . ,gm ∈ k[x0, . . . ,xn] homogen von
gleichem Grad und so dass

1. Es gibt eine offene nichtleere Menge U ⊂ X , so dass für jedes p = [x0 : · · · : xm] ∈U sind
qi = fi(x0, . . . ,xm) nicht alle null,

q = [q0 : · · · : qn] = [ f0(x0, . . . ,xm) : · · · : fn(x0, . . . ,xm)] ∈ Y

und [g0(q0, . . . ,qn) : · · · : gm(q0, . . . ,qn)] = [x0 : · · · : xm].

2. Es gibt eine offene nichtleere Menge V ⊂ Y , so dass für jedes p = [x0 : · · · : xn] ∈V sind
qi = gi(x0, . . . ,xn) nicht alle null,

q = [q0 : · · · : qm] = [g0(x0, . . . ,xn) : · · · : gm(x0, . . . ,xn)] ∈ Y

und [ f0(q0, . . . ,qn) : · · · : fm(q0, . . . ,qn)] = [x0 : · · · : xm].

Beweisen Sie, dass die rationale Abbildungen

ψ : [x0 : · · · : xm] 799K [ f0(x0 : · · · : xm) : · · · : fn(x0, . . . ,xm)]

ϕ : [x0 : · · · : xn] 799K [g0(x0 : · · · : xn) : · · · : gm(x0, . . . ,xn)]

sind birationale Abbildungen ψ : X 99K Y und ϕ : Y 99K X , so dass ψϕ = idY und ϕψ = idX .

Aufgabe 2
Sei k unendlich. Seien

X = {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(k) | x0x3 = x1x2}
Y = {(x1,x2,x3) ∈ A3(k) | x1 = (x3)

2 +(x2)
3}

Finden Sie eine birationale Abbildung X 99K Y .
Tipp: Wenn Sie nichts finden, finden Sie zuerst birationale Abbildungen f : A2(k) 99K X und
g : A2(k) 99K Y (bemerken Sie dazu, dass x1 von den andern Variablen abhänging ist) und
benutzen dann g◦ f−1.



Aufgabe 3
Finden Sie eine birationale Abbildung X 99K Y , wo

1. X = P2, Y = A2;

2. X = A2, Y = {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(k) | (x0)
2 = x1x2};

3. X = P2, Y = P1×P1;

4. X = P1, Y = {[x0 : x1 : x2] ∈ P2(k) | (x0)
2 +(x1)

2− (x2)
2 = 0}.

Aufgabe 4
Sei k unendlich. Sei p = (0,0) ∈ A2(k). Wir definieren die Aufblasung von p in A2(k) als der
Morphismus π : B̀ p(A2(k))→ A2(k), wo

B̀ p(A2(k)) = {((x,y), [u : v]) ∈ A2(k)×P1(k) | xv = yu}

und
π : B̀ p(A2(k)) → A2(k)

((x,y), [u : v]) 7→ (x,y).

Wir definieren U1,U2 ⊂ B̀ p(A2(k)) als die Bilden von

A2(k) → U1
(x,y) → ((x,xy), [1 : y])

A2(k) → U2
(x,y) → ((xy,y), [x : 1])

Finden Sie die Gleichung von π−1(Z) in der Karten A2(k)'U1,A2(k)'U2:

1. Z = {(x,y) ∈ A2(k) | x2 + y3 = x5}.

2. Z = {(x,y) ∈ A2(k) | x+ y2 = x3}.

3. Z = {(t3, t4) | t ∈ k}.

Probieren Sie, Bilden zu machen, wenn k = R.


