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Aufgabe 1
Seien m,n ∈ N. Beweisen Sie, dass Z/mZ⊗ZZ/nZ∼= Z/(m,n)Z.

Aufgabe 2
Sei A ein Ring und ψ : A→ B, ϕ : A→C zwei Ringhomomorphismen. Wir sehen die Ringen
B und C als A-Moduln durch diese Abbildungen.

1. Beweisen Sie, dass B⊗A C ein Ringstruktur hat, so dass (b⊗ c) · (b′⊗ c′) = (bb′)⊗ (cc′)
für jede b,b′ ∈ B, c,c′ ∈C.

2. Seien B = A[x1, . . . ,xn] und C = A[x1, . . . ,xm] (Ringen von Polynomen in n und m Vari-
ablen), und ψ : A→ B, ϕ : A→C die kanonischen Inklusionen. Beweisen Sie, dass das
Ring B⊗A C isomorph zu A[x1, . . . ,xm+n] ist.

3. Seien B = A[x1, . . . ,xn] und C = A[y1, . . . ,ym] wie in (2), und seien f ∈ B, g ∈
C zwei Polynomen. Beweisen Sie, dass das Ring B/( f ) ⊗A C/(g) isomorph zu
A[x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn]/( f ,g) ist.

Was das geometrisch meint?

Aufgabe 3
Sei A ein Ring und ϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus. Für jedes A-Modul M ist M⊗A B ein
A-Modul, aber auch ein B-Modul, durch b · (m⊗b′) = m⊗ (bb′).
Beweisen Sie, dass die folgenden B-Modulisomorphismen gilten:

1. An⊗A B∼= Bn.

2. A[x1, . . . ,xn]⊗A B∼= B[x1, . . . ,xn].

3. A[x1, . . . ,xn]/( f )⊗A B∼= B[x1, . . . ,xn]/( f ) für jedes Polynom f ∈ A[x1, . . . ,xn].

4. Was passiert un (3) für A = Z, B = Z/2Z, ϕ : A→ B die kanonische Abbildung und
f = 1+2x1 +2x2 + · · ·+2xn?

Aufgabe 4
Sei A ein Ring. Finden Sie eine exakte Folge von A-Moduln

0−→M′
ϕ−→M

ψ−→M′′ −→ 0

und ein N-Modul, so dass

0−→M′⊗A N
ϕ−→M⊗A N

ψ−→M′′⊗A N −→ 0

nicht exakt ist. (Das meint, dass N nicht flach als A-Modul ist).



Aufgabe 5 (Fakultativ)
Sei M =

∞⊕
n=2

Z/nZ. Wir definieren

µ : M → Q/Z

([an])
∞
n=2 7→

[
∞

∑
n=2

1
nan

]
Beweisen, dass die kanonische Abbildung π : Q → Q/Z liftet sich nicht zu ein Z-
Modulhomomorphismus M → Q. Es folgt, dass Q/Z nicht projektiv als Z-Modul ist (schon
bemerkt in Blatt 11).


