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Aufgabe 1
Sei k ein unendlicher Körper und Y = {(x,y) ∈ A2(k) | xy = 1}. Beweisen Sie die folgenden
Behauptungen:

(a) Die folgende ist eine eine birationale Abbildung ϕ : A1(k) 99K Y :

ϕ : A1(k) → Y
t 7→ (t, 1

t ).

(b) dom(ϕ) = A1(k)\{0} und dom(ϕ−1) = Y .

(c) ϕ∗ ist ein Isomorphismus von k-Algebren

ϕ
∗ : k(Y ) '−→ k(A1(k)) = k(t),

der O(Y ) auf k[t, 1
t ] schickt.

Aufgabe 2
Sei Y eine irreduzible affine Varietät, p ∈ Y und f ∈ k(Y )\{0}, mit p ∈ dom( f ).
Beweisen Sie, dass f (p) 6= 0⇔ p ∈ dom( 1

f ).

Aufgabe 3
Sei k ein unendlicher Körper, Y1,Y2,Y3 drei irreduzible algebraische Varietäten und

ϕ1 : Y1 99K Y2,ϕ2 : Y2 99K Y3

zwei dominante rationale Abbildungen. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

(a) U = {y ∈ dom(ϕ1) | ϕ1(y) ∈ dom(ϕ2)} ist eine offene dichte Teilmenge von Y1.

(b) U ⊂ dom(ϕ2 ◦ϕ1).

Tipp: Sie sollten Yi ⊂ Ani(k) sehen und ϕ1,ϕ2 mit Elementen von k(Y1),k(Y2) schreiben.

(c) Für jedes u ∈U hat man ϕ2(ϕ1(u)) = (ϕ2 ◦ϕ1)(u).

Tipp: Benutzen Sie Satz 4.23.



Aufgabe 4
Sei k ein unendlicher Körper, Y,Z zwei irreduzible algebraische Varietäten und ϕ : Y 99K Z eine
birationale Abbildung, mit Inverse ψ : Z 99K Y .

(a) U = {y ∈ dom(ϕ) | ϕ(y) ∈ dom(ψ)} ist eine offene dichte Teilmenge von Y .
V = {z ∈ dom(ψ) | ψ(z) ∈ dom(ϕ)} ist eine offene dichte Teilmenge von Z.

Tipp: Benutzen Sie Aufgabe 3.

(b) Für jedes y ∈U hat man ψ(ϕ(y)) = y.
Für jedes z ∈V hat man ϕ(ψ(z)) = z.

Tipp: Benutzen Sie Aufgabe 3.

(c) ϕ(U)⊂V und ψ(V )⊂U .

(d) Die Einschränkung von ϕ gibt eine Bijektion U '−→V .

(e) Für jedes p ∈V gibt es genau ein Punkt q ∈ dom(ϕ), so dass ϕ(q) = p.


