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Aufgabe 1
Sind die folgenden Elemente ganz über Z ?√
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Aufgabe 2
Sei B ein kommutativer Ring, A ⊂ B ein Unterring und f1, . . . , fn ∈ B sind Elemente, so dass
B = {a1 f1 + · · ·+an fn | ai ∈ A}. Beweisen Sie, dass jedes x ∈ B ganz über A ist.
Tipp: Für i = 1, . . . ,n hat man x fi ∈ B, also kann man ai1, . . . ,ain ∈ A finden, so dass x fi =

∑
n
j=1 ai j f j. Folgen Sie dann dem Beweis von Satz 9.7.

Aufgabe 3
Sei B ein kommutativer Ring, A⊂ B ein Unterring und ξ1,ξ2 ∈ B zwei Elemente, die ganz über
A sind.

1. Beweisen Sie, dass ξ1 +ξ2, ξ1 ·ξ2 ganz über A sind.

Tipp: Finden Sie f1, . . . , fn ∈ B, so dass A[ξ1,ξ2] = {a1 f1 + · · ·+ an fn | ai ∈ A} und be-
nutzen Sie Aufgabe 2.

2. Beweisen Sie, dass {ξ ∈ B | ξ ist ganz über A} ein Unterring von B ist, der A enthält.

Aufgabe 4
Finden Sie eine Basis von den folgenden Q-Vektorräumen:
Q[
√

2], Q[
√

2,
√

3], Q[e2iπ/3], Q[i,
√

3,e2iπ/3].

Aufgabe 5
Finden Sie einen Körper von Ordnung 125.


